Funciones de R™ en R 1

El método de minimos cuadrados

El método de minimos cuadrados se aplica para ajustar rectas a una serie de datos presentados como
punto en el plano.
Suponagamos que se tienen los siguientes datos para las variables x,y

xr1 X9 [ Tn
yl y2 cen yn

Esta situacién se puede presentar en estudios experimentales, donde se estudia la variacién de cierta
magnitud x en funcién de otra magnitud y.
Teoricamente es de esperarse que la relacién entre estas variables sea lineal, del tipo

y=mx—+b

El método de minimos cuadrados nos proporciona un criterio con el cual podremos obtener la mejor recta
que representa a los puntos dados.
Se desearia tener

Yi =ma; +b

para todos los puntos (z;,y;) de i = 1,...,n. Sin embargo, como en general
Yi #mx; +b

se pide que la suma de los cuadrados de las diferencias (las desviaciones)
yi — (mx; +b)

sea la menor posible.

yl

y=mx+b
(xl' )'1)

yi — (mx; + b) {

Se requiere
S=(y1 — (ma1 +b)* + (y2 — (mx2 +0))* + -+ + (y — (man +1))°

= Z(yz‘ — (ma; +b))*
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Funciones de R™ en R 2

sea lo més pequena posible. Los valores de m y b que cumplan con esta propiedad, determinan la recta
y=mx—+b

que mejor representa el comportamiento lineal de los puntos (z;, ;)
Consideremos entonces la funcion f de las variables m y b dada por

n

Fm,b) = (4 — (ma; + b))

i=1

donde los puntos criticos de esta funcién se obtienen al resolver el sistema

22 — (mz; +b))(—z;) —22@ yi — (mx; +0)) =0

Z — (max; + b)) 7—22 — (mx; +0)) =0

De la segunda ecuacién obtenemos

iyi—mixi—ibzo
i=1 i=1 i=1

de donde
1 — 1 &
b:f i — — i
Llamemos n
1
m—ﬁ;xz
I
y_E;yz

que son las medias aritméticas de los valores x;, y; respectivamente. Entonces
b=y—mzx

sustituyendo en la ecuacién
of

3m0

nos queda
n

in(yi —max; — (J—mZT)) =0

i=1

de donde se obtiene

i Zi(yi — )

m = n

Y ieq Ti(r; — )
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Funciones de R™ en R 3

En resumen, la funcién
n

Fm,b) => (yi — (ma; +b))?

i=1

tiene un tnico punto critico para

m = n

Eizl € (:1?1 - f) )

Ahora vamos a verificar que en dicho punto critico se alcanza un minimo local, para lo cual recurrimos
a nuestro criterio de la segunda derivada, en este caso

8m2 :722 z Z ;
=1

=y —mz

8m8b Z xl—ZZle
w:*QZ

Tenemos que
0% f
om?2

n 2 n
<2zx> - (22953) (2n) <0

n 2 n
=1 =1

La cual no es mas que la desigualdad de Cauchy-Schwarz aplicada a los vectores (1,1, ...,1) y (21, T2, ..., Zp)
de R™.
Por lo que la funcién f posee un minimo local en el punto punto critico dado.

>0

Por otro lado

esta desigualdad es equivalente a

Ejemplo Se obtuvieron experimentalmente los siguientes valores de las variables x, y, los cuales se sabe
que guardan entre si una relacién lineal

210203040
y | 141,110,701

Vamos a encontrar la recta que mejor se ajusta a estos datos, segtin el método de minimos cuadrados

se tiene 1424344
IT=————=25
2
14+1,140,740,1
Y= + Z + = 0,825
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Funciones de R™ en R 4

Aplicando la férmula obtenida para m y b obtenemos

S wi(yi—g)  1(1,4 - 0,825) + 2(1,1 — 0,825) 4 3(0,7 — 0,825) + 4(0,1 — 0,825)

ST wimi—3) 1(1—25)+2(2—25)+3(3—25) +4(4—2,5)
2,15
=== 043
5

b=7—mz = 0,825 — (0,43)(2,5) = 1.9

por lo que la recta que mejor ajusta los datos proporcionados

x| y |y calculada con y=-0.43x+1.9 | Desviacién
1|14 1,47 —0,07
21,1 1,047 0,6
3107 0,61 0,09

4 10,1 0,18 -0,8

La suma de las diferencias de la recta y real con la y predicha por la ecuacién obtenida es
—0,07 40,06 + 0,09 — 0,08 =0

Es decir nuestra recta efectivamente compensa los puntos que quedaron por encima con puntos que
quedaron por debajo.
Gréficamente esto se ve
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La mejor recta que ajusta los datos del ejemplo
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