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El potencial que ya conocemos

Hasta ahora hemos trabajado con el potencial electrostatico de una distribucién de cargas
en el vacio. La expresion que conocemos es:

o 1 p(X,) 33;,/
() = 4meg / |x — x/| . (1)

Esta férmula es exacta: dado el perfil de carga p(x’), determina el potencial en
cualquier punto x.

Ahora queremos aplicarla a un medio material — un dieléctrico, por ejemplo. El
problema es inmediato: en un trozo de materia ordinario hay del orden de 10%* cargas
por mol, todas en movimiento térmico y distribuidas de manera complicada a escala
atémica. La densidad de carga p(x’) fluctia violentamente de un punto a otro, y resolver
la integral con ese nivel de detalle es completamente imposible en la practica.

Cambio de perspectiva. En el vacio, la ecuacion describe la situacién completa.
En un medio material, esa misma ecuacién sigue siendo ezacta — pero ahora p(x’)
incluye las cargas de todas las moléculas del medio. A esta cantidad la llamaremos a
partir de ahora pmico(X’), v al potencial resultante ®pcr0(X), para subrayar que son
cantidades que fluctiian a escala atomica y que no corresponden a nada directamente
medible: . )
(I)micro(x) _ 7 pmlcro()f)

€y |x — x|

>z’ (2)

El potencial que hemos estudiado hasta ahora es este potencial microscépico —
simplemente no necesitabamos ese nombre cuando no habia distincion que hacer. Lo
que necesitamos ahora es construir, a partir de (2)), un potencial macroscépico que
varie suavemente y sea fisicamente relevante.

La estrategia para lograrlo no sera integrar de golpe sobre todas las cargas, sino
aprovechar la estructura molecular de la materia: agruparemos las cargas molécula por
molécula, aplicaremos la expansién multipolar a cada una, y luego sumaremos.
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La contribucion de una sola molécula

Consideremos una sola molécula j, con centro de masa en x;. Las cargas de esta molécula
tienen posiciones absolutas r medidas desde el origen O. Escribimos:

r =X, +s, (3)

donde s = r — x; es la coordenada interna de la molécula — el desplazamiento de la
carga respecto al centro de masa. Dado que las moléculas son pequenas, |s| ~ ag ~ 10719
m. La Figura [1] ilustra esta geometria.

Notacién: r = posicién absoluta desde O, s =r — x; = coordenada interna de la molécula

Geometria de una molécula Del potencial exacto al macroscépico

Potencial microscopico ®(x): fluctia
Pmicro

suma mol a mol + promedio

:

Potencial macroscépico ®(x): suave

A |s| < |Rj| (tamafio atémico « escala macro)

Figure 1: Izquierda: geometria del problema. Las posiciones se miden desde el origen
O. La carga en la molécula j tiene posicién absoluta r = x; +s, donde s es la coordenada
interna respecto al centro de masa x;. La separacién macroscépica al punto de observacién
es R; = x — x;, con |s| < |R;|. Derecha: el procedimiento mol a mol convierte el
potencial microscopico (fluctuante) en el potencial macroscépico (suave).

El potencial en x debido unicamente a esta molécula es exactamente:

A®;(x) = — / Pr)_ g, (4)
A€y Jimoy, x —r
donde p(r) es la densidad de carga microscopica total evaluada en la posicién absoluta r,
y la integral corre sobre el volumen que ocupa la molécula j.
Sustituimos r = x; + s y definimos R; = x — x;, la separaciéon macroscépica entre el
punto de observacion y el centro de la molécula:

1 p(x;+s)
AD;(x) = s A 5
i) dme /molj |Rj — s ’ )
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La condicién |s| < |R;| justifica expandir el denominador:

1 1  s-Ry 52
- N o2, 6
IR; —s| R, " R} - (Rf) ©)

Sustituyendo en y reteniendo solo los dos primeros términos:

AD;(x) ]’{ 5 +”"@_Xﬁ+“l7 (7)

~ dreo |x — x| |x —x;[3

donde la carga total y el momento dipolar de la molécula j son:
oo [ obands p= [ splxes)ds )
mol; mol;

Estas son exactamente las definiciones estdndar de los momentos moleculares, escritas
ahora en términos de la coordenada interna s y la densidad de carga evaluada en posicion
absoluta x; + s.

(Por qué solo dipolo? El término cuadrupolar siguiente es de orden (¢/R;)? ~
(ap/L)? < 1, donde ag ~ 1071 m es el tamafio atémico y L es la escala macroscépica.
A distancias macroscépicas, la contribucién cuadrupolar es completamente negligible
frente a la dipolar.

Promediando sobre una molécula

La ecuacién @ contiene e; y p;, que son propiedades de la molécula j en un instante
particular. En la préctica, las moléculas estan en agitacién térmica constante: sus nubes
electronicas vibran, rotan y se distorsionan bajo la influencia del campo externo.

Lo que tiene sentido fisico no son los valores instantaneos e; y p;, sino sus promedios
estadisticos:

(&) =(es),  (p) = (py)- (9)

La contribucion promediada de la molécula j al potencial es entonces:

L[ ), ®x-x)] w0

" 47 Ix — x| |x — x;|?

(A®;(x))

., Qué valores toman (¢) y (p)?

e Carga total (e): la mayoria de las moléculas son eléctricamente neutras, asi que
(€) = 0 para moléculas neutras. Si hay iones o exceso de carga libre, (e) # 0.

e Momento dipolar (p): en ausencia de campo externo, los dipolos se orien-
tan aleatoriamente y (p) = 0. En presencia de un campo externo, las nubes
electrénicas se distorsionan (o los dipolos permanentes se alinean parcialmente),
dando (p) # 0. Este es el fenémeno de la polarizacién dieléctrica.
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Sumando sobre todas las moléculas

El potencial macroscépico total es la suma de las contribuciones de todas las moléculas
del medio:

R R B e R e 1)

Para pasar de esta suma discreta a una integral continua, introducimos:

e n(x'): el nimero de moléculas por unidad de volumen en x'.
e p(x') =n(x')(e): la densidad de carga libre macroscépica.

e P(x') = n(x')(p): la polarizacién — momento dipolar por unidad de volumen.
La Figura [2| ilustra este paso.

De la suma discreta a la integral macroscépica

(a) Moléculas discretas Paso discreto — continuo (b) Descripcién continua
(vista microscépica) (vista macroscépica)
AV contiene nAV moléculas | N ) P(x)
o
' ‘ () = n(x')(e)
\q P(x) = n(x)(p)
- — — —_ —_ —_—
Continuo:
- — —_ —_— —_— —_—
’ *s n(x): moléculas
’ por unidad de volumen
i _.-» - — — —_ e  —
x > — [nx)aix
I - —_ — e e —_—
vélido cuando
“ > a3 pero AV £?
radio => = — -

Figure 2: (a) Vista microscépica: moléculas discretas en posiciones x;, cada una con
su dipolo orientado al azar (antes del campo externo). Centro: el paso al continuo
introduce n(x’), la densidad molecular, y reemplaza la suma discreta por una integral.
Un volumen AV contiene n AV moléculas, y sus momentos promedio definen p y P. (b)
Vista macroscépica: el medio queda descrito por campos suaves p(x') y P(x').

La suma se convierte en:

B(x) = 1 /dgx,{ p(x') +P(x/).(x—X/> | 12

 4meg |x — x/| |x — x|

Comparacion con el punto de partida. La ecuacion tiene exactamente la
misma estructura que la férmula de Coulomb con la que comenzamos — pero
ahora hay dos términos fuente: uno debido a las cargas libres p, y otro nuevo, debido
a los dipolos moleculares a través de P. Este segundo término es la huella de la
materia polarizada en el potencial.
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Transformando el término dipolar

El segundo término en (|12)) puede reescribirse de una forma més reveladora. Usando la
identidad vectorial: . .
X — X
= =V ——, 13
eV () "

el integrando dipolar se convierte en:

P(x) LX/:-P@)V( ! > (14)

x—xP |x — x|

Aplicamos la identidad de producto V' - (fA) = fV'- A+ A-V'f con f =1/|x —X/|

y A=Px):
1 -V'-P P
-P.V = v +V. | —). (15)
|x — x/| |x — x/| |x — x/|

Al integrar sobre todo el espacio, el segundo término es una divergencia total:

fov (o) e = w

donde hemos aplicado el teorema de Gauss, convirtiendo la integral de volumen en una
integral de superficie sobre una esfera S, de radio R — oo.
Esta integral de superficie es cero por dos razones simultaneas:

'| suficien-

e El dieléctrico ocupa una regién finita del espacio, asi que P(x’) = 0 para |x
temente grande. En la superficie Sy, el integrando es idénticamente cero.

e Incluso si P decayera suavemente, el denominador |x — x| ~ R — oo harfa que el

integrando fuera ~ P(R)/R, y el drea de la esfera crece como R?. Basta con que P(R)

decaiga més rdpido que 1/R? para que la integral sea cero.

Por lo tanto el segundo término no contribuye, y el potencial macroscépico queda:

o (x) L/d%' plx) = VI P(x) (17)

" Adreg |x — x/|

Esta ecuacién tiene una estructura hermosa: el potencial macroscépico tiene la forma
de Coulomb con la que comenzamos, pero ahora la fuente es la densidad efectiva
p—V-P.

. Qué significa —V - P? Si la polarizacion es uniforme en el espacio, los dipolos de
moléculas vecinas se cancelan entre si y no hay carga neta. Pero si P varia de punto
a punto, la cancelacién es incompleta y aparece una densidad de carga neta. Esta es
la densidad de carga ligada:
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Se llama “ligada” porque no es carga libre que podamos mover — es el resultado neto
de la polarizacién de las nubes electronicas moleculares.

La Figura [3|ilustra el origen fisico de esta carga.

Origen fisico de la carga ligada p,=-V-P

(a) Polarizacién uniforme (b) Polarizacién no uniforme
P = constante = p,=-V-P=0 Pcrece = p,=-V-P=0
P(x) creciente —
P = cte. débil medio fuerte
—_—— _
- +
o— —_— — R —— —_— — —e — —_ —_— —_— — — —
- +
o—— e — P B — R —e — — e B — —_— —_— —
o o
v A
iy <
_ T Q Q
*— —_— _— _— E _ —e — — —_ B —_— —  —
- +
*— —> —_— —— —_— — —e = — — —_— —_— — —
op<0 0p>0
L

Interior: cargas adyacentes se cancelan = p, =0 Donde P crece: mas carga entra que sale = acumulacién neta

Figure 3: (a) Cuando P es uniforme, cada dipolo que “sale” de un volumen es com-
pensado por otro que “entra” desde el vecino. La cancelacion es perfecta en el interior:
pp = —V - P = 0. Solo en las superficies del material aparece carga ligada superficial oy,.
(b) Cuando P crece en el espacio, los dipolos que entran a un pequeno volumen son mas
grandes que los que salen. La cancelacién es incompleta y aparece una densidad de carga
neta p, # 0 en el interior.

Del potencial al campo: apariciéon de D

Ahora conectamos el potencial macroscépico ((17) con el campo eléctrico y con las ecua-
ciones de Maxwell.
El campo macroscopico

El campo eléctrico macroscopico se obtiene del potencial de la misma manera que siempre:
E(x) = —-Vo(x). (19)

Para obtener V - E seguimos tres pasos:
Paso 1. La ecuacién tiene exactamente la forma del potencial de Coulomb
con el que comenzamos, pero con una densidad de carga efectiva:

peit(X') = p(x') = V' - P(x). (20)
Paso 2. Todo potencial de la forma & = 47360 J h{”j—f‘,‘d?’x’ satisface la ecuacién de
Poisson: v.p
V2P (x) = _per(®) __px) =V (X)‘ (21)
€ €0
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Esto es lo mismo que aprendimos en el capitulo 1 — la ecuacién de Poisson es valida para
cualquier distribucion de carga, y peg juega exactamente ese papel aqui.
Paso 3. Combinando E = —V® con (21)):

V.E=-V =2 (22)
€0
lo que da:
-V-P
v.e-"—VF (23)
€o

{Por qué funciona la ecuacion de Poisson aqui? Porque la ecuacién de Poisson
no es una propiedad especial del vacio — es una consecuencia matematica de la forma
de Coulomb del potencial. Cualquier ® que se pueda escribir como [ peg/|x —x'| d*z’
satisface V2® = —p.g/€o. En nuestro caso, peg = p — V - P incluye tanto las cargas
libres como las ligadas.

La cadena logica completa desde el inicio hasta aqui es:

multipolar
P . 1 Pmicro d3SL’I mol a mol b — 1 pP— V- Pd3x/ E:_V‘I); V-E= pP— VP
micro — ’ - ) o
dreg ) |x —X/| Arrey |x — x/| €0
gl d N ~~ - ~ ~~ -
ec. (2] ec. (17) ec. ([23)

Definicién del vector D
La ecuacién puede reordenarse:
V- (eE+P)=p. (24)

La combinacién egE + P es la cantidad cuya divergencia es solo la carga libre p. Esto
motiva definir el vector de desplazamiento eléctrico:

D(x) = ¢E(x) + P(x)|, (25)

con lo cual la primera ecuacién de Maxwell macroscopica es:
20

Las cargas ligadas p, han quedado completamente absorbidas en D. La ecuacién (26))
tiene exactamente la forma de la ley de Gauss que conocemos — solo que ahora p denota
unicamente las cargas libres, y D incorpora la respuesta del medio a través de P.

Relacién constitutiva

Para cerrar el sistema necesitamos una relacién entre P y E. Para un medio lineal,
isétropo y homogéneo, la polarizacién inducida es proporcional al campo:

P = eyx. E, (27)

7
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donde y. es la susceptibilidad eléctrica. Sustituyendo:
D=¢(1+x.)E=¢E, (28)

con € = €€, la permitividad del medio y €, = 1 + x. la constante dieléctrica. En este
caso:

v-E=2, (29)

€
que es formalmente idéntica al vacio con €y — €.

Resumen

El argumento completo puede seguirse en cinco pasos, que van desde lo conocido hasta lo
nuevo:

1. El potencial de Coulomb es exacto, pero inmanejable en materia. La
formula ® = [ pmicro/|x — X'| d®2’/(47eg) sigue siendo vdlida, pero pmico fuctia
a escala atéomica y no podemos usarla directamente.

2. Agrupamos por molécula y expandimos en multipolos. Cada molécula j
contribuye al potencial con su carga total e; y su momento dipolar p; (ec. [7)).

3. Promediamos sobre las configuraciones moleculares. Los valores promedio
(e) y (p) definen las cantidades macroscépicas relevantes.

4. Sumamos sobre todas las moléculas. Obtenemos el potencial macroscépico con
dos fuentes: la densidad de carga libre p = n{e) y la polarizaciéon P = n(p). Una
integracién por partes revela la carga ligada p, = =V - P (ec. .

5. El campo y el vector D. De E = —V® y la ecuacién de Poisson se obtiene
V-E = (p+ pp)/€o. La definicion D = ¢E + P absorbe las cargas ligadas y da

VD = p (ec. [26).
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