Capacitores con Dieléctricos

Problemas resueltos con la Ley de Gauss

Electromagnetismo - Dieléctricos y capacitancia

En pizarrén: Problemas 1-4 Tarea: Problemas 5-8 y variantes 9A-9D

Escanea para acceder a esta serie de problemas en linea

manza.space/fenomenos-electromagneticos/serie-de-problemas/

PIZARRON Problemas que se resolveran en clase. TAREA Problemas para resolver
en casa.
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La Ley de Gauss en dieléctricos

Guia visual antes de los problemas

Ley de Gauss para el campo de desplazamiento D:

—

745dff = r e con EZH{;‘OE
S

Qf enc €s solo la carga libre encerrada por S — las cargas de polarizacién (ligadas) no
aparecen en el lado derecho.

1. La superficie gaussiana tipo pillbox

pillbox: cara superior dentro del conductor (D = 0), cara inferior en el dieléctrico

___________________________ ~

+ +.+ + + + + + + 4+ + +

Resultado:

B N A - I D'Acara:q
D D D Deo,

La cara superior queda dentro del conductor donde D = 0 y no contribuye. Solo contribuye la cara
inferior. El resultado D = o es universal: no depende de &, ni de lo que haya mds adentro.

2. (Por qué D es continuo pero E no?

D igual en todas las regiones: D = oy

N O O O e S S S S T

Eqy Eo

E varia: E,, = Ey/k dentro del dieléctrico

Las cargas ligadas en las interfaces crean un campo opuesto que reduce E dentro del dieléctrico por

un factor k. La Ley de Gauss con D las ignora automdaticamente; con ggF habria que contarlas
explicitamente.

3. Receta de 5 pasos
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1. Identificar las regiones con campo uniforme entre cada par de interfaces.

2. Pillbox sobre la placa: f D-dA = q = D = oy. Esto vale siempre, sin importar la
geometria interior.

3. Pillbox en cada interfaz interna sin carga libre: D, es continuo = D; = Ds.
4. Obtener E; en cada regién: E; = D;/k;eq. Integrar: V =) . E; d;.
5. Calcular: C'=Q/V =o0;A/V. Verificar con casos limite.

Regiones lado a lado Regiones apiladas
mismo V = E; =V/d; D continuo = D; = o5
Capacitores en paralelo Capacitores en serie

suman C' =) C; suman 1/C =>"1/C;
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PIZARRON Problemas que se resolveran en clase. TAREA Problemas para
resolver en casa.

PIZARRON Problema 1 — Dos dieléctricos en paralelo

Un capacitor de placas paralelas de area A y separacion d contiene dos dieléctricos k1 y ko
colocados lado a lado, cada uno ocupando la mitad del drea (A/2), como muestra la figura.

superficie gau§giana (pillbox)

=
D

Demuestre que:

gg A
C = %(KZI—FHQ)

Compruebe para todos los casos limitantes que pueda imaginar. (Sugerencia: spuede ver este
arreglo como dos capacitores en paralelo?)

PIZARRON Problema 2 — Dos dieléctricos en serie

El mismo capacitor ahora tiene los dos dieléctricos apilados uno sobre el otro, cada uno de
espesor d/2.

v+ + + + + + 4 +pifde ]

[l 2 i

Demuestre que:
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C:

28014 K1 Ko

d

K1+ Ko

Compruebe para todos los casos limitantes.

capacitores en serie?)

(Sugerencia: spuede ver este arreglo como dos
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PIZARRON Problema 3 — Combinacién serie-paralelo

Un capacitor de placas de area A estd dividido en tres regiones de dieléctrico: la mitad izquierda
(drea A/2) con Ky y separacion 2d; el cuarto superior derecho con ky y separacion d; el cuarto
inferior derecho con k3 y separacién d.

pbt b3
+ oo cancocos ' : g L
T E K9 —
o | -
+ K1 P S
+ .
+ I k3 =
+ : =
Demuestre que:
€0A
C = —(ki+katr
1d (k1 2 3)

Compruebe para todos los casos limitantes. (Sugerencia: identifique tres sub-capacitores en
paralelo con distinta separacion.)
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PIZARRON Problema 4 — Dieléctrico que llena parcialmente el espacio entre
placas

Un capacitor de placas paralelas de area A y separacién d contiene una lamina de dieléctrico
k de espesor b < d, flotando centrada entre las placas sin tocarlas. Quedan dos regiones de
vacio de espesor a = (d — b)/2 a cada lado. La figura muestra dos superficies gaussianas que
revelan la diferencia entre D y o

Sup. gauss. 1: vqﬂ'ﬁ'dﬁ:q:D'A:qu:af
¢ M+ F F + + + F FF++ o+

S T A

-4
Eg : - :
ol | YR IR,
) Y

+q T O Y S S E—

Y Y
—q — — — — — — — — — — — — — — _—

Sup. gauss. 2: gFE-A=q—¢ = q’:q(l—l_)
----- sup. gauss. 1 (solo placar siride dip. gauss. 2 (phIaca + interfaz diel.: mide E y ¢')

Demuestre que:

SoA . EQA
2a +b/k d—b(l—l)

K

Analice con las dos superficies gaussianas:
1. Sup. gaussiana 1 (encierra solo la placa +¢, cara inferior en el vacio superior): demuestre
que D - A = g, es decir D = oy independientemente de x.

2. Sup. gaussiana 2 (encierra la placa més la cara superior del dieléctrico, cara inferior en
el dieléctrico): demuestre que egE, - A = q— ¢, y obtenga ¢ = ¢(1 — 1/k). ;Qué significa
fisicamente ¢'?

3. Calcule V.= Ey-a+ (Ey/k) - b+ Ey-ay obtenga C' = q/V.

4. Verifique los limites: b =0,b=d, Kk =1, Kk — 00.
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PROBLEMAS DE TAREA

TAREA Problema 5 — Tres dieléctricos en serie

Un capacitor de placas paralelas (drea A) estd relleno con tres dieléctricos k1, ko, k3 apilados
en serie con espesores dy, do, d3 respectivamente (dy + dy + ds = d).

pillbpz sobre ta placa = D =0

. '
-+l : : |-
+ | | -
o= P LO) s
Al T K1 :pb:inuerfazl%:g Dy j'rDlg pb =Kpo= D3|~
+ &l ~-- -
1 1
+ : : -
Demuestre que:
1 1 [fdy dy ds

Compruebe para todos los casos limitantes que pueda imaginar.

TAREA Problema 6 — Sandwich vacio—dieléctrico—vacio

Un capacitor de placas paralelas (drea A) contiene en su interior una ldmina de dieléctrico x
de espesor b, centrada simétricamente entre las placas, dejando un espacio de vacio de espesor a
a cada lado. La separacion total entre placas es d = 2a + b.

pillbox placa = D =oy

= R oo B d=2a-+Db

=-4- —-Q

1
_#1_

+

S

! ! !
pb Trigrfaces: D continuo = E. ZiFo/k
1

Demuestre que:
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1

C:

20+ b/k

E()A

€0A

- 2a+b/K

Analice los limites kK — 1, Kk — 00, y a — 0.



Capacitores con dieléctricos — Ley de Gauss 10 / 19

TAREA Problema 7 — Serie asimétrico con parametro o

Un capacitor de placas paralelas (drea A, separacién d) contiene dos dieléctricos ki y k2 en
serie. El dieléctrico k; ocupa una fraccién « de la separacion (0 < oo < 1), y kg ocupa el resto

(1 —a)d.

pillbox placa = D = oy

+ 4+ + +
1
1
1
1

Demuestre que:

5014/{1/62
d(aks + (1 —a)kr)

C =

Verifique que con a = 1/2 se recupera el resultado del Problema 2.

TAREA Problema 8 — Tres columnas con separaciones arménicas

Un capacitor de placas de area A esta dividido verticalmente en tres columnas de dieléctrico,
cada una de anchura A/3, pero con separaciones entre placas distintas: d, 2d y 3d, con dieléctricos
K1, Ko ¥ Ks respectivamente.

pillbor en cada placa = D; =0y ;

placa inferior’comin = mismo potencial' V ‘én los tres

Demuestre que:
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2 3

1. Verifique para k1 = kg = k3 = K.
2. Verifique que cada columna puede verse como un sub-capacitor independiente.

3. (Qué sucede en el limite kg — 0y k3 — 07
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Tabla resumen de los siete problemas
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PIZARRON  Problema 8 — Dieléctrico flotante (Idmina parcial)

Un capacitor de placas paralelas de area A y separacion d contiene una lamina de dieléctrico
k de espesor b < d, centrada simétricamente entre las placas. El dieléctrico no toca las placas:
quedan regiones de vacio de espesor a = (d — b)/2 a cada lado.

_____________________________

o+ o+ + o+ o+ D

—ay

pillbor 2: coE-A=q—q, = @ =q(1—1/k)

Demuestre que:

€0 A €0 A
¢ = 1\  2a+b/k
a-s(1-2)
K
Analice:

1. b= 0: sin dieléctrico = Cy = goA/d.
2. b= d: dieléctrico llena todo = C' = kegA/d.
3. k = 1: dieléctrico invisible = C' = gy A/d.
4. Kk — oo: conductor flotante = C' = ggA/(d — b).

(Este problema ilustra la diferencia entre dos superficies gaussianas: una encierra solo la carga
libre q, la otra también la carga ligada qp.)
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VARIANTES DEL PROBLEMA 8

TAREA Problema 8 A — Dieléctrico descentrado

Mismo sistema que el Problema 8, pero la lamina de dieléctrico x de espesor b no esta centrada:
hay vacio de espesor a; sobre ella y as bajo ella, con a; # as (y a1 + b+ as = d).

T+ O+ o+ o+ o+ o+
e
e
Demuestre que:
. EoA
a; +b/k + ag

Verifique que con a; = as = a se recupera el Problema 8.

TAREA  Problema 8 B — Dos ldminas separadas por vacio

Entre las placas hay dos laminas de dieléctrico k1 y ko (espesores by y by) separadas por una
capa de vacio de espesor ¢, con vacio de espesor a en cada extremo.

|+_I J_r I_Jr I 1
+i + KilJr
L } a
NI S
: :

¢Jr

Demuestre que:
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1

@

2a + b1 /K1 + ¢+ ba /Ko

€0A

Verifique el limite b, — 0 y ¢ — 0.
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TAREA Problema 8C — Capacitancia como funcién de = b/d

En el Problema 8, se define 5 = b/d € [0, 1] como la fraccién de la separacién ocupada por
el dieléctrico. Los gaps de vacio son a = (1 — 8)d/2 cada uno.

Demuestre que:

g0 A g0 A/d
d[1_5(1_1)} ~ 1-B(1-1/w)

1. Verifique los limites 5 =0y g = 1.

CB) =

2. Grafique cualitativamente C'(3)/Cj en funcién de [ para k =2, k =5y kK — o0.

3. (Esla relacion C(f) lineal en 87 Justifique.

TAREA Problema 8D — Conductor flotante

En lugar de un dieléctrico, se introduce una lamina conductora de espesor b centrada entre
las placas. La lamina no esta conectada eléctricamente a ninguna placa (conductor flotante).

pillbox: D continuo, pero £ = 0 adentro = Dcong =0

____________________________

|;'+++++++E|
S ST T

conductor d

Demuestre que:
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1. Interprete el resultado: ;cudl es la “separacion efectiva’?
2. i Qué sucede cuando b — d? ;Tiene sentido fisico?

3. Compare con el caso Kk — co del Problema 8. ;Son el mismo resultado? ;Por qué?
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Tabla resumen — todos los problemas
# Geometria Condicién clave Resultado
(Gauss)
Pizarrén
T €0A
1  Paralelo simétrico E1=FEy,=V/d C = ﬁ(/ﬁ + Ko)
2c0A
2 Serie simétrico D =D, C= foff Mk
d K1+ Ko
A
3 Serie-paralelo mixto E, =V/d; C = EZ—d(/ﬁ + Ko + K3)
A
4 Lémina parcial (4rea) dos pillboxes distintas C' = Eg—d(l + K)
Tarea
11 . d
5 3 capas en serie Di =Dy = Dy ol = E()_A /f_z
. . , . goA
6  Sandwich vacio-x-vacio D continuo x2 C=——
2a+b/k
A
7  Serie asimétrico Dy =Dy C = oS
d(akgy + (1—a)ky)
A
8 3 columnas armodnicas E; =V/d; C = 60—(/<01 + 2 + @)
3d 2 3
Variantes del prob. muestra (ldmina flotante)
L. . .. 6014
9 Lamina flotante centrada dos pillbozes distintas C' = ——
204+ b/k
A
9A Léamina descentrada D continuo x2 C = L
a; +b/k + ag
1
9B Dos laminas + vacio D continuo x4 — =
2a 4+ by /K1 + ¢+ by /Ky
€0A
Ald
9C Fraccién 8 variable misma que 9 c(p) = . ;((]1 i )
A
9D Conductor flotante E = 0 adentro del C = d€o ;

conductor
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Regla mnemotécnica:

e Silas regiones comparten las mismas placas = mismo V' = E; = V/d; = capacitores
en paralelo (suman C;).

e Si las regiones estdn apiladas en el mismo camino entre placas = D continuo en
interfaces = capacitores en serie (suman 1/C}).

e Una geometria compleja se descompone en sub-regiones, cada una de las cuales es uno
de los dos casos anteriores.



