De la ley de Coulomb a la ley de Gauss

Una deduccién explicita con la esfera uniformemente cargada

Notas de curso

3 de septiembre de 2026

Lo que se supone. Unicamente la ley de Coulomb para una distribucién continua de carga.
Lo que se obtiene. La ley de Gauss en sus dos formas,

fE.dA:@, v.E=L
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Lo que no se usa. Ninguna herramienta de distribuciones. No aparece la delta de Dirac en
ningtn paso, porque la densidad de carga es acotada en todo el espacio.

Hoja de ruta
Paso 1. Planteamiento: la ley de Coulomb integral y la notacién de los vectores.
Paso 2. Simetrfa: el campo tiene que ser radial.
Paso 3. El campo de un cascarén esférico. Este es el iinico cdlculo laborioso.
Paso 4. Suma de cascarones: el campo de la esfera completa.
Paso 5. El flujo por una esfera concéntrica: la ley de Gauss en forma integral.
Paso 6. La divergencia: la ley de Gauss en forma diferencial.

Paso 7. El teorema de la divergencia: la ley de Gauss para cualquier superficie.

Conviene notar desde ahora que el Paso 3 no depende de la distribucién elegida: es el mismo
para cualquier p(r) con simetria esférica. La esfera uniforme sélo hace que el Paso 4 sea
aritmética elemental.

Paso1l Planteamiento y notacién
1.1 La distribucién de carga

Tomamos una esfera de radio R con carga Q distribuida uniformemente en su volumen:

3Q
PO = ——a, T S R/
o(r) = 4R 1)

0, r > R.

Dos propiedades que usaremos sin decirlo:

* pes acotada en todo punto. No hay ninguna singularidad, ni siquiera en el origen. Todas las
integrales que siguen convergen como integrales ordinarias de Riemann.

* p tiene simetria esférica: depende s6lo de r = |r|, no de la direccion.



1.2 El punto de partida

La ley de Coulomb, escrita para una distribucién continua, es la tnica hipétesis fisica del
argumento:

)
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1.3 Los tres vectores

Toda la dificultad de notacioén de (2) estd en distinguir dos posiciones que se miden desde el
mismo origen. Fijamos ese origen O en el centro de la esfera; la eleccion es libre, pero fijarla desde
el principio es la mitad del asunto.

Simbolo  Quées ¢ Varia en la integral?

r punto de observaciéon: dénde preguntamos por el campo  no, estd fijo

r punto fuente: donde esta el elemento p(r') d°r/ si, recorre la distribucién
£=r—1 vector separacién, de la fuente al observador si, porque 1’ varia

La prima no indica otro tipo de objeto: r y r’ son posiciones en el mismo espacio. La prima s6lo
marca cudl de las dos se integra. Con esta notacién,

=8 -~ 3/
4nso/p d 47‘[80/p d @)

Los dos errores frecuentes. (i) Evaluar p en r en vez de en r’: la densidad vive donde esta
la carga, no donde se mide el campo. (ii) Suponer que dE apunta en 7. Cada elemento
produce un campo dirigido a lo largo de 2, no de #; que el campo total salga radial es un
resultado del Paso 2, no una hipétesis.

Figura 1: Geometria general de la ley de Coulomb. El punto fuente r’ (naranja) recorre toda la
distribucién; el punto de observacion r (azul) permanece fijo. El campo elemental dE apunta a
lo largo de £.



Paso2 Simetria: el campo es radial

Colocamos el punto de observacion sobre el eje z, en (0,0, 7). Para cada punto fuente (x',v/,z")
existe otro punto fuente, (—x’, —y/,z’), con la misma densidad y a la misma distancia del
observador. Sus contribuciones tienen componentes x y iy opuestas, y componente z idéntica. Al
integrar, todo lo transversal se cancela por pares y s6lo sobrevive la componente a lo largo de r:

E(r) = E(r) 7. 4)

La magnitud E no puede depender de la direccién, porque la distribucién es invariante ante
cualquier rotacién en torno a O. Queda entonces una sola funcién escalar de una sola variable
por calcular.

Paso3 El campo de un cascarén esférico

Este es el corazén del argumento. Descomponemos la esfera en cascarones concéntricos de radio
s y espesor ds, cada uno con densidad superficial

o = pods.

3.1 Planteamiento de la integral

Con el observador en (0,0, ) y el punto fuente sobre el cascaréon (Figura 2), escribimos 1’ =
s#' (6, ¢’), de modo que

d*r' = s*sin@ dsdo’ d¢/, L=r—71|= V12 + 82— 2rscosf, (5)

donde 6’ se mide desde el eje z, es decir, desde r. La componente zde £ = r — ' esr —scos®.

La integral en ¢’ es trivial: todos los puntos del anillo de 6’ constante (elipse punteada en la
figura) estan a la misma distancia ¢ del observador y contribuyen exactamente lo mismo. Da un
factor 27t. Con u = cos¢’,

2 1 _
EC&SC(r) _ E I, [ = / (7’ SM> du 5 (6)
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El problema tridimensional ha quedado reducido a una integral en una variable.

3.2 La sustituciéon que resuelve la integral

El cambio de variable natural es tomar como variable la propia distancia:

2452 -D? DdD
D=/(=+\1r2+s2-2rsu — u:L, du = — . (7)

2rs rs

Con ello el numerador se vuelve muy simple:

r2 + 52 — D? 212 —y2 g2 4 D? r2 — g2 4+ D?
r—su = r— = = .
2r 2r 2r

(8)

Los limites se transforman geométricamente: u = —1 es el punto del cascarén diametralmente
opuesto al observador, a distancia D = r +s; u = +1 es el punto mds cercano sobre el eje, a
distancia D = |r —s].

Sustituyendo (7) y (8) en (6), los factores D se cancelan y queda una integral elemental:

|r—s|

I= ! /r_5| [rz_sz—l—l]dD:_l[D_rz_sz} ) )
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Figura 2: Geometria del cascarén, caso r > s. Todos los puntos del anillo punteado tienen el
mismo 6, la misma ¢ y la misma contribucién: por eso la integral en ¢’ s6lo aporta un factor 27.

3.3 Los dos casos

Todo depende ahora de como se resuelva el valor absoluto, es decir, de si el observador estéd
fuera o dentro del cascarén.

Caso A: el observador esta fuera del cascarén (r > s, de modo que |r —s| =r —5s).

ooy = (=) = LD gy =,
[']D—r-&-s:(r—i_s)_(r_;)_irsm:<7’+S>—(1’—S):25,
= _2:—25(—25—25) = 732

Caso B: el observador esta dentro del cascarén (r < s, de modo que |[r —s| =s — 7).

[lpes—y = (5—7)4'(5_:)_(5;—’_7): (s—=r)+(s+7r)=2s,
[“]peyys =28 (igual que antes),
I = —ﬁ(Zs—Zs) = 0.

3.4 El resultado

Con dqcasc = 4715%0, la ecuacion (6) da

d
%achI r >s (observador afuera),
Ecasc(r) — 47‘[80 r (10)
0, r <s (observador adentro).

Un cascarén esférico uniforme acttia hacia afuera como si toda su carga estuviera concentrada en su
centro, y no produce ningtin campo en su interior. Todo lo que sigue es sumar.
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3.5 Por qué el interior da cero: la lectura geométrica

El cero del Caso B no es una coincidencia algebraica. Considérese un cono doble estrecho con
vértice en el punto interior P (Figura 3). Recorta dos parches del cascarén, a distancias ¢ y ¢3,
con cargas dqq y dqo.
Como las dreas de los parches crecen con el cuadrado de la distancia al vértice,
dqi _ dg2

2 T 2
& 5
y los campos que producen son de igual magnitud y sentidos opuestos. Cancelan exactamente.
Cubriendo el cascarén con estos conos se cancela todo. El resultado depende de manera esencial

de que el exponente de Coulomb sea 2: es el mismo 2 del crecimiento del area. Este es el
argumento original de Newton para la gravitacion.

daqy
Va

dg _ dga

28

el drea crece como

\ ¢% y el campo
dgy \\ decae como ¢~2

Figura 3: Por qué el campo se anula dentro de un cascarén. Los dos parches recortados por el
mismo cono doble producen campos iguales y opuestos.

Paso4 Suma de cascarones: el campo de la esfera

Ahora se integra sobre s, usando (10). La clave es que s6lo los cascarones interiores al punto de
observacién contribuyen.

Fuera de la esfera (r > R). Todos los cascarones, 0 < s < R, quedan por dentro:

Q

4rregr?’

E(r) = / po4rms? ds = (11)

47rsor2

Dentro de la esfera (r < R). S6lo contribuyen los cascarones con s < r; los que cumplen s > r
aportan cero exactamente:.

por _ Qr
/p047'(s ds = 36y DregRS (12)

E(r) =

47'[801’2

Ambos resultados son un solo enunciado. Definiendo la carga encerrada

O LR

se tiene, para todo r,

E(r) = Genc(7)

14
47req 12 (14)




Verificaciones. (i) En r = R las dos ramas coinciden en Q/ 47egR?%: el campo es continuo,
sin salto. (ii) En r — 0 el campo tiende a cero linealmente, E ~ pgr/3¢; el origen es un
punto perfectamente regular. (iii) Para r > R el campo es indistinguible del de una carga
puntual Q, sin que hayamos usado nunca una carga puntual. (iv) El maximo del campo
estd justo en la superficie.

valor normalizado

r/R

Figura 4: Campo eléctrico y carga encerrada. Dentro de la esfera E crece linealmente; fuera
decae como 2. Las dos ramas empalman con continuidad en » = R, donde el campo alcanza
su maximo. La derivada de E si tiene un quiebre alli, porque p salta.

Paso 5 Elflujo: ley de Gauss en forma integral

Tomamos como superficie una esfera concéntrica de radio rg. Sobre ella el campo tiene magnitud
constante y es paralelo a dA en cada punto, de modo que el flujo es un simple producto:

P = jf E-dA — E(rg) drrd — Tencr0 2) 4nr, (15)
dmeg 1y
es decir
b — Qenc(ro) (16)
€

Explicitamente: para rg > R el flujo vale Q/¢ggp y ya no crece mds, por mas que se agrande la
superficie; para ro < R vale %m’gpo /€0, la carga realmente encerrada.

De dénde viene la ley de Gauss. El factor 47173 del 4rea cancela exactamente el factor
1/73 del campo. Esa cancelacion es toda la ley de Gauss, y ocurre porque el exponente
de Coulomb es precisamente 2, el mismo que el de la superficie de una esfera en tres
dimensiones. Con una fuerza « =3, 0 en un espacio de otra dimensién, no habrfa ley de
Gauss.

Paso 6 La divergencia: ley de Gauss en forma diferencial

Para un campo radial E = E(r)?, la divergencia en coordenadas esféricas se reduce a

1d
V-E= ﬁa(rZE). (17)



Dentro (r < R). De (12), r*E = por’ /3¢, y por tanto

_ 1 3p0” _po
V E—rfz 380 —5.

Fuera (r > R). De (11), r*E = Q/47te es constante, y por tanto

V-E=0=FX,
€0

En ambas regiones se obtiene el mismo enunciado:

v.E=F (18)
€0

Enr = R la densidad salta y la divergencia salta con ella, pero E sigue siendo continuo. Nada
mas ocurre alli: un salto finito en p es perfectamente admisible.

Paso 7 Cualquier superficie: el teorema de la divergencia

El Paso 5 demostr6 la forma integral s6lo para esferas concéntricas. Pero una vez establecida
la forma diferencial (18) punto a punto, el teorema de la divergencia devuelve la forma integral
para cualquier superficie cerrada S que encierre un volumen V:

%E-dAz/v-Edvzl/pdvz”’e“. (19)
S %4 gy Jv €0

Sin restricciones de forma, de tamafio ni de posicién. Este es el orden 16gico limpio:
Coulomb — simetria — cascarén — E(r) — V-E =p/ey — Gauss para toda S.

La superficie arbitraria se gana al final, y gratis, sin necesidad del argumento de angulo sélido.

Comentario final ;Dénde apareceria la delta de Dirac?

En ningtin paso de esta deduccién hizo falta el cdlculo de distribuciones, y conviene ser preciso
sobre por qué.

Las deltas aparecen en electrostdtica por dos razones muy especificas, y ninguna se presenta
aqui:

1. Una densidad que diverge: la carga puntual. Corresponde al limite R — 0 con Q fija, en
el cual pg = 3Q/47tR? — co mientras su integral se mantiene en Q. Ahi p deja de ser una
funcién y V - E hereda esa patologia: V - (#/7%) = 47163 ().

2. Un campo que salta: la carga superficial. Si E tuviera una discontinuidad al cruzar una
superficie, su divergencia contendria una delta bidimensional. Aqui E es continuo enr = R;
lo tinico que salta es p, y un salto de p s6lo produce un quiebre en E'(r).

Es decir: la delta es un problema del modelo idealizado de carga puntual, no de la ley de Gauss.
Para cualquier densidad acotada —y toda distribucién real lo es— la ley de Gauss es célculo
vectorial elemental.

Nota sobre otras distribuciones. El Paso 3 no usé en ningtin momento la forma de p:
el resultado (10) vale para cualquier distribucién con simetria esférica. Por eso (14) es
completamente general para ese tipo de simetria, y la elecciéon de p sélo decide qué tan
comodo resulta evaluar genc (7). Con la esfera uniforme sale un cubo; con p « e "/% salen
exponenciales; con una gaussiana p o e /% aparece la funcion error. La tinica ventaja de
la gaussiana es que es C*, y esa suavidad no se necesita para nada de lo anterior.



